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Szakmai za´ro´jelente´s
az F-038326 sza´mu´ OTKA pa´lya´zat ta´mogata´sa´val
ele´rt eredme´nyekro˝l
A pa´lya´zat ta´mogata´sa´val – a kutata´s munkaterve´ben le´ırtaknak megfelelo˝en –
elso˝sorban fu¨ggve´nyegyenletek e´s -egyenlo˝tlense´gek stabilita´sa´val, ta´rsadalomtudoma´-
nyi alkalmaza´saival, konvexita´si ke´rde´sekkel, linea´ris mego˝rze´si, reflexivita´si, valamint
a Wigner-fe´le unite´r-antiunite´r te´tellel kapcsolatos proble´ma´k vizsga´lata´val foglalkoz-
tunk. Ele´rt eredme´nyeink szakfolyo´iratokban valo´ ko¨zle´se valamint konferencia´kon valo´
ismertete´se mellett a pa´lya´zatban re´szt vevo˝ Gyo˝ry Ma´te´ a pa´lya´zat te´mako¨re´ben 2003-
ban ke´sz´ıtette el [11]1 PhD e´rtekeze´se´t, s szerzett promotio sub auspiciis praesidentis
rei publicae kitu¨ntete´ses doktori c´ımet.
A fu¨ggve´nyegyenletek stabilita´selme´lete´hez ko¨to˝do˝en a Cauchy-fe´le fu¨ggve´nyegyen-
letet tova´bba´ a paralelogramma-egyenletet (ma´s elneveze´sekkel norma-ne´gyzet vagy
Jordan–von Neumann egyenletet) specia´lis esetke´nt tartalmazo´, u´gynevezett monom-
egyenletek oszta´lya´ra vonatkozo´ felte´teles e´s aszimptotikus stabilita´si te´teleket igazol-
tunk a [2] dolgozatban. A paralelogramma-egyenletbo˝l sza´rmaztatott (kora´bbi ered-
me´nyeink szerint azzal ekvivalens) norma-egyenlo˝tlense´g stabilita´sa´t bizony´ıtottuk [3]-
ban. Kaiser Zolta´nnal e´s Pa´les Zsolttal ko¨zo¨s kutata´saink u´j eredme´nyeke´nt, [5] dol-
gozatunkban a Cauchy egyenletre sikeru¨lt a´ltala´nos stabilita´si te´teleket igazolnunk,
tova´bba´ egy a´ltala´nos fu¨ggve´nyegyenlet-oszta´lyra vonatkozo´ stabilita´si eredme´nyeket
bizony´ıtottunk, igen gyenge (kommutativita´sna´l e´s asszociativita´sna´l is enyhe´bb) felte´-
teleket te´ve az egyenletben szereplo˝ fu¨ggve´ny e´rtelmeze´si tartoma´nya´n e´s e´rte´kke´szlete´n
e´rtelmezett mu˝veletekre.
A konvex fu¨ggve´nyek vizsga´lata tere´n, a Pa´les Zsolttal ko¨zo¨s, [8] dolgozatunkban
magasabb rendu˝ (Wright-)konvex fu¨ggve´nyeket jellemeztu¨nk a´ltala´nos´ıtott deriva´ltak
seg´ıtse´ge´vel. E cikk fo˝ eredme´nye´nek egyik ko¨vetkezme´nye annak a jo´lismert te´telnek az
a´ltala´nos´ıta´sa, mely szerint egy n-szer differencia´lhato´ valo´s fu¨ggve´ny pontosan akkor
n − 1-edrendben konvex, ha n-dik deriva´ltja nemnegat´ıv. A dolgozatban le´ırtak sze-
rint ez a karakteriza´cio´ Dinghas-t´ıpusu´ deriva´ltak seg´ıtse´ge´vel magasabb rendu˝ Jensen-
konvex illetve magasabb rendu˝ Wright-konvex fu¨ggve´nyekre (mindennemu˝) regularita´si
felte´tel ne´lku¨l is elve´gezheto˝. Az eredme´ny ma´sik ko¨vetkezme´nye valo´s fu¨ggve´nyekre
1Az ide´zett dolgozatok pontos adatai a jelente´s ve´ge´n tala´lhato´ publika´cio´s lista´ban szerepelnek.
vonatkozo´ konvexita´si tulajdonsa´gok egy sze´les oszta´lya´nak lokaliza´lhato´sa´ga. Re´szben
ezen eredme´nyek a´ltal motiva´lva e´s a fu¨ggve´nyek magasabbrendu˝ konvexita´sa´nak T. Po-
poviciu a´ltal bevezetett fogalma´hoz ko¨to˝do˝en Pa´les Zsolttal ko¨zo¨s [9] munka´nkban
sikeru¨lt ku¨lo¨nbo¨zo˝ e´rtelemben vett (szimmetrikus-, ciklikus-, Wright-, Jensen-) ma-
gasabb rendben konvex fu¨ggve´nyek ne´ha´ny tulajdonsa´ga´t valamint egyma´ssal valo´ kap-
csolata´t le´ırnunk.
A konvex fu¨ggve´nyek elme´lete´nek egyik klasszikus eredme´nye az (elo˝szo¨r) 1915-ben
bizony´ıtott Bernstein-Doetsch te´tel. Pa´les Zsolttal ko¨zo¨sen sikeru¨lt megmutatnunk,
hogy a te´tel sokkal a´ltala´nosabb forma´ban, u´gynevezett (M,N)-konvex fu¨ggve´nyekre
(azaz olyan fu¨gve´nyekre, amelyekre a klasszikus Jensen-konvexita´si egyenlo˝tlense´gnek
egy olyan va´ltozata e´rve´nyes, amelyben az egyenlo˝tlense´g bal-, illetve jobboldala´n
tala´lhato´ aritmetikai ko¨zepet – egyma´sto´l esetleg ku¨lo¨nbo¨zo˝ – bizonyos egyszeru˝ e´s
terme´szetes felte´teleket kiele´g´ıto˝, egye´bke´nt tetszo˝leges ko¨zepekkel helyettes´ıtju¨k) is
fenna´ll. Eredme´nyu¨nket az [E14] e´s [E15] elo˝ada´sokban ismertettu¨k , s ro¨videsen pub-
lika´ljuk is azt. A Bernstein-Doetsch te´telnek a kva´zi-konvex e´s szigoru´an kva´zi-konvex
fu¨ggve´nyekre vonatkozo´ va´ltozata´t fogalmaztuk meg e´s igazoltuk Pa´les Zsolttal e´s Ka-
zimierz Nikodemmel ko¨zo¨s, [6] dolgozatunkban.
A konvexita´s E. F. Beckenbach a´ltal 1937-ben valo´s fu¨ggve´nyekre bevezetett a´ltala´-
nos´ıta´sa´t terjesztettu¨k ki ke´tva´ltozo´s fu¨ggve´nyekre, s ilyen e´rtelemben vett a´ltala´nos´ı-
tott konvex fu¨ggve´nyek bizonyos folytonossa´ggal kapcsolatos tulajdonsa´gait igazoltuk a
MirosÃlav Adamekkel, Kazimierz Nikodemmel e´s Pa´les Zsolttal ko¨zo¨s, [1] munka´nkban.
Egy re´go´ta e´s to¨bb kutato´ a´ltal vizsga´lt o¨sszetett fu¨ggve´nyegyenletet a kora´bbiakto´l
elte´ro˝ regularita´si felte´telek mellett megoldva egy haszonelme´letbo˝l sza´rmazo´, reprezen-
ta´cio´k egye´rtelmu˝se´ge´re vonatkozo´ te´telt igazoltunk Acze´l Ja´nossal e´s Che Tat Ng-gel,
[7] cikku¨nkben.
A jelen pa´lya´zat ta´mogata´sa´val Magyarorsza´gra megh´ıvott Peter Volkmann pro-
fesszorral folytatott kutata´saink kerete´ben biaddit´ıv fu¨ggve´nyek karakteriza´cio´ja´val fog-
lalkoztunk. Annak az egyszeru˝ a´ll´ıta´snak a megford´ıta´sa´t igazoltuk, hogy egy biaddit´ıv
fu¨ggve´ny mindke´t va´ltozo´ja´ban (a ma´sik va´ltozo´t tetszo˝legesen ro¨gz´ıtve) egy addit´ıv
fu¨ggve´ny abszolute´rte´ke (v.o¨.: [10]).
A [11] disszerta´cio´ban (illetve az annak re´sze´t ke´pezo˝ [12], [13], [14] dolgozatokban)
to¨bb te´mako¨rrel is foglalkoztunk. Wigner Jeno˝ h´ıres unite´r-antiunite´r te´tele´t – ami a
kvantummechanika valo´sz´ınu˝se´gi aspektusaira vonatkozo´ egyik legfontosabb eredme´ny,
s amelynek sza´mos ku¨lo¨nbo¨zo˝ bizony´ıta´sa´t publika´lta´k – teljesen u´j megko¨zel´ıte´ssel, el-
emi mo´don igazoltuk. (V.o¨. me´g [12].) A te´telt sikeru¨lt kiterjesztenu¨nk egyszerre ha´rom
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ira´nyban oly mo´don, hogy egy Hilbert-te´r o¨sszes n-dimenzio´s altere´nek halmaza´n e´rtel-
mezett, az alterek ko¨zo¨tti ortogonalita´st mego˝rzo˝ transzforma´cio´kra nyertu¨nk eredme´-
nyeket ku¨lo¨nbo¨zo˝ felte´telek mellett. (La´sd [13] is.) Egy C∗-algebra szuszpenzio´ja´nak
fogalma nagyon fontos szerepet ja´tszik az opera´toralgebra´k K-elme´lete´ben. (Egy A
C∗-algebra szuszpenzio´ja a C0(R) ⊗ A C∗-tenzor szorzat.) Megmutattuk, hogy C0(R)
automorfizmus- e´s izometriacsoportja algebrailag (de nem topologikusan) reflex´ıv. Iga-
zoltuk, hogy a B(H) szuszpenzio´ja´nak automorfizmus-csoportja e´s izometria-csoportja
algebrailag reflex´ıv, tova´bba´ meghata´roztuk a fenti csoportok topologikus reflex´ıv le-
za´rtja´t. (V.o¨.: 14.) Enyhe folytonossa´gi felte´tel mellett meghata´roztuk egy Hilbert-te´r
korla´tos linea´ris opera´torainak algebra´ja´n e´rtelmezett o¨sszes olyan linea´ris leke´peze´st,
amely egy adott k esete´n nem no¨veli a k-rangot, mego˝rzi a k-rangot, illetve mego˝rzi a
k-korangot, s ezzel egyse´ges´ıtettu¨k e´s kiterjesztettu¨k a kora´bbi ezira´nyu´ eredme´nyeket.
Igazoltuk a fu¨ggve´nyalgebra´k egyik legfontosabb t´ıpusa´ra, nevezetesen C0(X)-re, hogy
annak 2-loka´lis (szu¨rjekt´ıv linea´ris) izometria´i (szu¨rjekt´ıv linea´ris) izometria´k. Emellett
karakteriza´ltuk a C0(X) fu¨ggve´nyalgebra o¨sszes, a ke´pte´r a´tme´ro˝je´t mego˝rzo˝ linea´ris bi-
jekcio´ja´t.
A mego˝rze´si proble´ma´k tere´n ve´gzett vizsga´latainkat tova´bb folytattuk. Szlove´n
kolle´ga´k kutata´saihoz kapcsolo´do´an, azok eredme´nyeit a´ltala´nos´ıtottuk. Meghata´roztuk
a fizika´ban jelento˝s szerepet ja´tszo´ effekt-algebra´k fu¨ggve´nyalgebra´s megfelelo˝inek ren-
deze´starto´ bijekcio´it, megadva azok a´ltala´nos alakja´t, tova´bba´ megvizsga´ltuk ezen struk-
tu´ra multiplikat´ıv bijekcio´it, s ugyancsak sikeru¨lt azokat karakteriza´lnunk, s megadnunk
a´ltala´nos alakjukat. Molna´r Lajos kolle´ga´nk kutata´saihoz kapcsolo´do´an egy, ma´trix-
algebra´kon e´rtelmezett mego˝rze´si proble´ma´t oldottunk meg. Meghata´roztuk azon Ψ
valo´s e´rte´ku˝ leke´peze´seket, amelyek pozit´ıv definit ma´trixokon teljes´ıtik a Ψ(ABA) =
Ψ(A)Ψ(B)Ψ(A) egyenletet, s megadtuk azok alakja´t. Uto´bbi eredme´nyeinket - va´rha-
to´an ha´rom dolgozatban - a ko¨zeljo¨vo˝ben publika´ljuk.
Debrecen, 2006. februa´r 27.
Gila´nyi Attila
te´mavezeto˝
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